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Introduction

L'analyse de I'écoulement des charges dans un réseau électrique est un élément essentiel de
I'étude de I'expansion ou de la planification des opérations d'un systeme de transmission ou de
distribution.

Ceci explique la nombreuse littérature consacrée a ce sujet et relatant depuis le début de I'ére
des ordinateurs, I'évolution de la question des points de vue mathématique et informatique.

De ces points de vue on peut décomposer |'analyse de I'écoulement des charges en trois sous-
problémes de compl exité croissante:

- Larecherche de la solution du systéme d'équations non linéaires réglant les
écoulements de charges dans un réseau. (Probleme du Load Flows ou LF)

- Larecherche d'une solution, s elle existe, au probléme du Load Flows, compte
tenu de bornes supérieures et inférieures ou de relations supplémentaires imposées
aou entre certaines variables du systéme d'équations. ( Probléme du Load Flows
sous Contraintes ou CLF)

- Larecherche de I'extremum d'une fonction objectif donnée, pour toutes les
solutions possibles du probleme CLF. (Probleme de I'Optimum Load Flows ou
OPF)

On peut considérer que le probleme LF fut résolu au cours des années 60, des que la
performance des ordinateurs de I'époque jointe a un perfectionnement des techniques
numeriques d'algebre linéaire, permirent la factorisation de matrices creuses de grande
dimension.

Ceci rendit possible la factorisation du Jacobien d'un réseau de plusieurs centaines de nceuds
et donc I'utilisation de la méthode de Newton. Les Ref (1) et (2) sont justement considérées
par les éectriciens comme les papiers fondateurs en Europe et aux USA de cette technique
dans leur domaine.

Les deux autres problemes du CLF et OPF ressortent tous les deux des mémes techniques
mathématiques de la programmation non linéaire. Leur historique est des lors commun.



La premiere génération de programmes visant a résoudre opérationnellement le probléme
OPF apparu en fin des années 60. La plupart de ces programmes utilisaient une méthode de
gradient, c.ad., calculaient les dérivées totales premieres de la fonction de colt par rapport
aux variables indépendantes du probleme. Ces dérivées ou vecteur gradient fournissent la
direction de déplacement a appliquer a la solution courante pour I'améliorer. La procédure est
itérative et Sarréte a l'obtention d'un vecteur gradient suffisasmment petit.

Des l'origine, I'application de la méthode du gradient suivit deux filiéres distinctes.

Le papier fondateur de la premiere filiere qui se caractérise par |'utilisation de

" facteurs de pénalités' dans la fonction économique est repris en Ref (3). Cettefiliere est
basée sur une séparation fixe des variables du probleme en variables dépendantes et
indépendantes. Cette séparation fixe conduit nécessairement a un traitement différent des
variables bornées suivant que ces bornes portent sur les variables indépendantes ou sur les
variables dépendantes. || est en effet facile de ne choisir pour les variables indépendantes que
des déplacements respectant leurs bornes. Par contre, le contrdle des variables dépendantes
n'est possible que de facon indirecte. Ce contrdle est assuré par |'insertion dans la fonction de
colt de termes de pénalités correspondant aux dépassements éventuels des variables
dépendantes multipliés par un jeu de "facteurs de pénalités’. La connaissance préalable des
contraintes actives et le choix des facteurs de pénalités sont deux difficultés reconnues de
cette approche.

La deuxiéme filiere connue dans la littérature sous le vocable GRG pour "Gradient Réduit
Généralisé" fut présentée des 1969 en Ref (4). Cette méthode est une généralisation aun
systéme de contraintes non linéaires de la méthode du gradient réduit de Wolfe.
Exactement comme dans la premiére filiére, la méhode GRG modifie en fonction du gradient
réduit la solution courante de fagon a satisfaire les criteres d'optimalité. Par contre I'approche
GRG, issue de I'analyse et techniques de résolution de la Programmation Linéaire (PL), utilise
les tres utiles notions empruntées ala PL.
A savoir:
- Lejeu de variables dépendantes considéré comme une "base" au sensdelaPL du
systeme d'équation linéarisé autour du point courant.
- Lanotion de base courante du systéme et la nécessité de changement de cette base
lorsgu'une variable dépendante atteint une de ses limites ou en d'autres mots,
devient active.

On peut citer les Ref (5) et (6) comme ayant les premieres, montré I'intérét de cette approche
ains que son efficacité opérationnelle.

La Ref (5) applique le GRG au probleme particulier du "dispatching économique” dans lequel
les contraintes de sécurité du type (n-1) sont explicitement introduites, tandis que la Ref (6)
I'applique au probléme de I'OPF proprement dit.

A remarquer auss vers laméme époque la Ref (7) dans laguelle est proposée une méthode de
gradient réduit a base variable présentant de grandes similitudes avec celle du GRG. De plus,
dans cette référence on trouve aussi laformulation du probleme CLF ou de la recherche d'une
premiére solution réalisable, préalable nécessaire a I'OPF. Latechnique de résolution
proposee pour le probleme CLF est I'algorithme dual du simplexe de Wagner, cheminant dans
le domaine des solutions irréalisables.

A premiére vue, la filiére GRG unifiant la maniere de traiter les contraintes, semble présenter
un avantage certain sur la méthode de la base fixe jointe a I'adjonction de facteurs de pénalite.
Cependant il faut bien noter que I'une et I'autre des deux filiéres utilisent le gradient réduit
comme direction de déplacement. Hors, celui-ci se calcule a partir des seules dérivées



premiéres de la fonction économique et des contraintes. De ce fait, les deux filiéres
souffraient initialement toutes les deux, de deux inconvénients importants:

- Uune convergence souvent lente et avancant trés souvent en zigzag du fait d'une
direction de la recherche fournie par un gradient, dépendant par nature de I'échelle
choisie pour les variables.

- unedirection donnée au déplacement ne satisfaisant les contraintes qu'au premier
ordre. Ceci entrainait la nécessité de limiter I'ampleur des déplacements de fagon
empirique, afin de sassurer de ne pas trop sortir du domaine réalisable et donc de
pouvoir y rentrer sans trop de probléme par la méthode de Newton.

On trouvera en Ref (8) un intéressant expose de I'état de I'art du problemetel qu'il existait en
fin des années 70. Dans cet exposeé on voit I'intérét se déplacer vers I'utilisation d'informations
du second ordre correspondantes a la non linéarité de la fonction économique et des
contraintes. La non linéarité de la forction économique est relativement facile a traiter. D§a
la méthode GRG originale en tient compte. Par contre, I'introduction de la non linéarité des
contraintes nécessite la factorisation du Hessien de la fonction de codt originale augmentée de
termes de pénalités correspondants a ces contraintes.

Les travaux publiés durant les années 1980 et le début des années 1990 suivant cette voie sont
nombreux. Pour simplifier, notre analyse ne se voulant pas exhaustive, nous rangerons tous
cestravaux danslaclasse des améliorations apportées par I'gjout d'informations du second
ordre alafiliére dite des "facteurs de pénalités’ ouverte par la Ref (3).

Trois publications, jalonnant le chemin parcouru nous semblent ici intéressantes a citer.

La Ref (9), la premiére sur la question gjoute a la fonction objectif des facteurs de pénalités
multipliant le carré des erreurs a zéro des contraintes d'égalité et le carré des dépassements
des contraintes d'inégalité supposées actives. On recherche ensuite par la version optimisation
de la méthode de Newton le minimum de la fonction augmentée. Ceci nécessite le calcul
direct de l'inverse du Hessien par éimination gaussienne et |'utilisation des techniques de
matrices creuses. Malheureusement cette approche est vite apparue comme tres limitée du fait
d'un conditionnement de plus en plus défavorable du Hessien avec |'accroissement nécessaire
des facteurs de pénalité lorsqu'on se rapproche de I'optimum.

Les Ref (10) et (11) appartiennent toutes deux a la classe des algorithmes basés sur les
multiplicateurs de Lagrange. Cette fois, c'est le Lagrangien qui est augmenté des termes de
pénalités similaires a ceux de la Ref (9). La sévérité des facteurs de pénalités employés
exprime la précision avec laquelle la minimisation du Lagrangien augmenté approxime le
probléme original. Les deux publications proposent toutes les deux des regles de mise ajour
des facteurs de pénalités visant a assurer la convergence de I'algorithme, son efficacité et le
traitement correct des contraintes dinégalité actives a l'optimum.

Finalement, il faut noter comme derniers dével oppements de lafiliére faisant appel a des
termes de pénalités, I'application tres a la mode actuellement, de la méthode du point
intérieur au probléme OPF. Cette méthode initialement dével oppée pour résoudre des
programmes linéaires, fournira-t-elle un jour une solution au probléeme de OPF meilleure que
celles dgadisponibles? Lachose n'est pas certaine.

Ceci éant dit sur la premiére filiere que nous pourrions appeler " Base fixe et facteurs de
penalité’, il faut bien remarquer que la seconde filiere GRG ou base variable, malgré son
avantage apparent de pouvoir traiter directement tous types de contraintes actives ou non, n'a
donné lieu & nouvelle publication faisant état d'améliorations qu'a I'Electricité De France
(EDF) et par son principal auteur. On trouvera ainsi décrit en Ref (12) I'état, fin des années
1980 de la méthode dite des "injections différentielles’ telle qu'elle était appliquée avec
succes au probléme du dispatching économique avec contraintes de sécurité explicites.



Dans le monde anglo-saxon, a la connaissance de I'auteur, la méthode GRG n'a donné lieu, a
aucune publication faisant état de nouveaux développements qui pourraient y avoir été
apportés. A noter cependant la Ref (13) que I'on peut considérer comme rentrant partiellement
dans cette seconde filiere. Cette référence utilise la technique SQP ou " Sequential Quadratic
Programming". Elle construit une séquence de sous-problémes en linéarisant les contraintes
au point de fonctionnement et en calculant les déplacements qui minimisent le Lagrangien du
sous-probléme dével oppé jusgu'au second ordre. Cette linéarisation, plus la notion
d'optimisation des déplacements a partir d'une solution courante que I'on trouve dans la
méthode SQP, lui donne un air de famille avec la méthode présentée dans ce texte.
Cependant, dans la Ref (13) la notion de base variable est totalement absente, ce qui larend
peu apte atraiter les contraintes d'inégalités a moins, ici aussi, de connaitre a l'avance les
contraintes actives. Par contre, il est intéressant de noter en Ref (12) que la technique SQP
avait dga été repérée comme un complément intéressant a l'utilisation de la technique GRG.

On pourrait se demander s |'absence relative de travaux spécialement dans le monde anglo-
saxon, visant aaméliorer lafiliere GRG ne provient pas du fait qu'y introduire des
informations du second ordre semble moins évident que dans la premiére filiére pour laquelle
la définition du Lagrangien et de son Hessien offrait une voie d'approche assez classique.
C'est justement le but de notre communication de montrer comment au contraire, la filiere
GRG se préte facilement a ces améliorations et que celles-ci lui assurent une convergence
stable et une bonne efficacité dans I'atteinte de la solution.

Dans ce qui suit, nous traitons d'abord du probléme CLF, comme étant le plus simple et en
plus devant fournir &1'OPF sa solution initiale réalisable. Les étapes principales de
I'algorithme sont présentées et commentées. On passe ensuite & I'OPF en suivant la méme
approche. Pour illustrer les concepts et les performances de la méthode on présente et utilise
les résultats d'un cas didactique. On commente enfin I'efficacité de la méthode atraiter le
probléme tellement important pour I'ingénieur de planification, de la sensibilité de la solution
alavariation des parametres du probleme.

Notre but dans ce papier étant de privilégier les aspects opérationnels des matieres présentées
plutdt que leurs aspects purement mathématiques. Tous les dével oppements mathématiques
sont rejetés en annexe.

L es bases mathématiques auxquelles fait appel la méthode sont classiques. On les trouvera
dans n'importe quel bon traité d'anayse infinitéssimale. En Ref (14) nous citons I'excellent
traité qui en Belgique et en France a servi a plusieurs genérations d'ingénieurs.

Par ailleurs, nous avons dans la mesure du possible essayé de suivre les concepts et notations
plus modernes de programmation non linéaire présentés dans |'excellent traité cité en Ref
(15).

Ecoulement des charges sous contraintes (CLF)

Le but du CLF est de vérifier |'existence d'un écoulement de charges techniquement
satisfaisant, dans un systeme donné de transmission/génération. Trés souvent I'ingénieur de
projet est confronté avec ce type de probleme, soit qu'en planifiant des nouveaux
investissements, il ait a vérifier le réalisme opérationnel de ses décisions de renforcement, soit
gu'en planifiant des opérations, il veuille vérifier la consistance des données décrivant les
aspects constructifs du systeme (lignes, transformateurs, etc..) avec certaines valeurs de
courant ou de tension mesurées sur le systeme en fonctionnement.

Soit un réseau de n ncauds. Mathématiquement le probleme du CLF revient a vérifier
I'existence d'une solution au systeme (1) de 2n éguations non linéaires exprimant le bilan actif



et réactif de puissance a chaque noeud du réseau compl été par un systeme (2) de bornes
supérieures et inférieures imposées a chague variable.

g(x,u)=0 (1)
X EXEX 2)
u £ufu

Eventuellement les 2n équations peuvent étre complétées par "r" relations d'égalité ou
dinégalité existant entre les variables. La prise encompte de contraintes de transit sur les
lignes du réseau en est un exemple. Pour la simplicité des notations et sans perte de généralité,
dans ce qui suit, on suppose r =0.
Les variables du probléme sont au nombre de 2n+m. Elles comportent généralement:
- lemodule et I'angle de la tension en chaque noaud du réseau
- lagénération active et réactive en chaque nceud du réseau
- lesrapports de transformation des transformateurs
- éventuellement des variables de contrdle additionnelles correspondant a des
équipements du type HVDC
Cyoucy Dans le jeu de variables on distingue m variables
de type u ou variables indépendantes et 2n
h /< . Vvariables de type x ou variables dependantes
pouvant étre considérées comme fonction implicite
des variables u au travers du systeme (1)

domaine acceptable youx

| | Il est facile de transformer ce probleme d'existence
en un probléme d'optimisation non linéaire en
définissant une fonction objectif du type

Z=4ac uy+acx =f(x,u) pénalisant les variables ne respectant pas leurs bornes. Dans
notre cas, ces codts de pénalité sont choisis linéaires en fonction des dépassements (voir
figure 1) et une solution est obtenue si la valeur de Z peut étre amenée a 0.

L'algorithme de base est présenté en figure 2. Nous en commentons brievement les étapesci -
dessous.

Figure 1 - Co(ts de péndité du CLF

Etape 1 Initialisation

L'initialisation porte sur le choix des 2n variables dépendantes (x). Le Jacobien de ces
variables dans le systéme g(x,u)=0 doit impérativement étre inversible. Dans le cas des
équations d'écoulement de charge, il est facile d'atteindre ce résultat. 1l suffit en chague noaud
du réseau, de choisir comme variables dépendantes 2 des 4 variables normalement attachées a
ce nceud, a savoir pour la premiere variable dépendante, soit 1a génération active soit I'angle
de tension et pour la seconde soit la génération réactive soit latension. De toute fagon au
moins une variable génération active et une réactive doit faire partie du jeu de variables
dépendantes. Ceci garantit normalement un Jacobien ou base initiale du systeme inversible.
Les variables Hors Base ou variables indépendantes (u) découlent de ce choix. Lavaleur
initiale de ces variables est fixée a leur valeur nominale pour les tensions et les rapports de
transformations des transformateurs tandis que les générations sont choisies de facon a
respecter approximativement les bilans de génération actifs et réactifs globaux du systeme.



Choix initial
- ensemble x,u
- fixation variables u

Etape 2 Résolution des éguations du LF T

Cette étape hérite de I'éape N°1 ou de I'étape N°6
un jeu de variables indépendantes et leurs valeurs. )

On construit la base courante et par la méthode de %( u) =0
Newton on résout le systéme d'équations (1). On
définit ainsi une solution courante ( X, W). ? :

- Calcul du gradient réduit
- Application des facteurs d'échelle

Etape 3 Calcul du gradient réduit

On vérifie d'abord s, pour la solution courante la
fonction objectif Z est nulle. Dans ce cas, le
probléme est résolu et une condition de sortie du
CLF est atteinte.

Si, par contre Z* 0, on améliore la solution T o
courante en déplagant les variables indépendantes Normaisaton
dansla direction définie par le vecteur gradient

réduit G = df/du (voir appendice 1). I
Cefaisant, il faut cependant bien remarquer que T ~ Calcul kiol, kmatch, kot

Conditions de sortie
CLF ou OPF

cette direction est directement dépendante de amciaaic
I'échelle de mesure utilisée pour chague
composante y . Le choix de cette échelle étant
arbitraire, la seule information réellement obtenue
par le calcul du gradient est I'intérét de d'augmenter @
ou de diminuer une variable ou de labloquer a sa
valeur si une borne I'empéche de se déplacer dans 5
la bonne direction. - rengemen de base
Pour tenir compte de cette remarque, on introduit
un jeu de coefficients p; définissant pour chague Figure 2 - Algorithme CLF et OPF
variable indépendante son facteur d'échelle (étapes soulignées, utilisées uniquement pour I'OPF)
particulier. En utilisant des informations du second
ordre on peut optimiser le choix de ces facteurs d'échelle. Cette optimisation est faite dansle
cas de I'OPF et sera présentée a ce moment. Pour le probléme plus ssimple du CLF,
I'expérience montre que le systeme "per unit” normalement utilisé par les éectriciens, conduit
a des facteurs d'échelle naturels qui se révélent suffisants. Pour le CLF tous les p; sont donc
choisis égaux a l'unité.
L es déplacements des variables indépendantes sécrivent alors:

duj=-Gj.p;. 9 lavariable est libre de varier

du; =0 s lavariable est bloguée par une limite dans le sens du

déplacement
Si, Z* 0 ettousles du;j sont égaux a zéro ou sont inférieurs en valeur absolue a un scalaire
1 3 0 arbitraire mais petit, on déclare le CLF sans solution. Les conditions de sortie du
programme sont remplies et I'opérateur par I'analyse des contraintes viol ées ou bloquantes
peut étudier la cause de I'absence de solution et y remédier.

- application du déplacement




Etape 4 Direction de la recherche dans |'espace des variations réalisables

Le choix des dy étant fait, on calcule les variations correspondantes des variables
dépendantes de facon que la différentielle totale premiere du systeme dg=0 reste vérifiée.
(voir appendice 1)
aluo
Ceci permet la définition du vecteur dy = k G : qui caractérise ladirection de larecherche
S
et par lescalaire k3 0, I'ampleur du déplacement. Du fait de I'introduction du facteur k, les
composantes du vecteur dy deviennent normalisables ce qui du point de vue du calcul

numeérigque est trés important.
Le facteur k sera choisi al'éape suivante en tenant compte de la normalisation.

Etape 5 Calcul de kviol et kmatch, choix du facteur k

Il existe deux sources de limitations alavaleur dek ; la premiére vient des contraintes
d'inégalité et sexprime dans I'algorithme par la regle suivante:

"Aucun déplacement ne peut faire dépasser a une variable sa plus prochaine limite rencontrée
dans le sens du déplacement". De toute facon, ces points limites sont des discontinuités ou le
gradient a droite ou a gauche doit étre recalculé.

Appliguée a chague variable de type u ou de type X, cette regle conduit a définir une premiére
valeur maximale de k , appelée "kviol"

Une seconde source de limitation provient de I'approximation linéaire du systéme (1) faite
lors du calcul du vecteur dx en fonction du vecteur du. Cette approximation peut étre estimée
en étudiant le second terme du développement de Taylor des équations g = 0.

On montre ains (voir appendice 2) que I'erreur a zéro de I'équation g, (X.,u.)=0

au point (x-tkdx, w+kdu), soit MM, peut Sécrire

1
MM, ==k*R
SRR

expression dans laquelle R est indépendant de k et peut étre estimée par le calcul d'une forme

quadratique dans laguelle intervient le Hessien Nzgi au point (X . U ). Comme ce calcul fait

analytiquement est long et difficile, il vaut mieux le faire numériquement pour une valeur

donnée mais petite de k=ktest

Pour chaque éguation on calcule donc I'erreur au point (x +ktest.dx u; + ktest.du) et on en

tire le R correspondant & cette équation.

Ensuite avec MMax un parametre défini par I'utilisateur, correspondant a la valeur maximale

acceptable pour I'erreur de bilan aux équations g=0, on définit une quantité kmatchpar

I'expression
kmatch= Min kmatch, tel que { = *|R|*kmatch’= MMax }

I

1

2
Et finalement k est choisi tel que k = Min{kviol, kmatch} et le point courant est déplacé de la
quantité k.dy



Etape 6 Changement de base

Cette étape vérifie d'abord s le déplacement proposé améne une variable basique a une de ses
limites. Si ce n'est pas le cas, on retourne a l'éape N° 2 pour calculer par |la méthode de
Newton la valeur des variables dépendantes correspondant au houveau point courant.

Si par contre une variable basique x atteint une de ses limites, k= kviol et un changement de
base est nécessaire. Ce changement de base est équivalent a un pivotage smplex de la
programmation linéaire.

ax
du;
variable y dont le deplacement a éte le plus responsable de I'atteinte de sa limite par la
variable x . Lavariable y va entrer dans la base et la variable x vaen sortir.

La nouvelle base et les nouvelles valeurs des variables indépendantes sont alors renvoyées a
I'étape N° 2.

Le pivot setrouve sur laligne s,j=- de la matrice de sensibilité et il correspond ala

Convergence et efficacité de |'algorithme

Le CLF utilise une méthode de gradient dans sa version la plus simple communément appel ée
"steepest descent”. Nous exposons ci-apres |les raisons qui, dans le probléme qui nous occupe,
assurent |'efficacité de cette approche.

D'abord il est facile de donner al'algorithme un bon point de départ satisfaisant au moins le
systeme d'équations (1). Pour I'ajustement des bilans actifs, il suffit de vérifier que la somme
des puissances actives disponibles est bien supérieur ala somme des charges aux noauds. S

tel n'est pas le cas, on sait que le probléme n'a pas de solution.

L'gustement des bilans réactifs aux noeuds du réseau peut éventuellement étre moins simple
car le réseau lui- méme est source de puissance réactive. Pour faciliter cet ajustement il est
cependant tres facile de mettre dans le jeu de variables dépendantes x, les variables de
génération réactive ala place des variables tension a tous les noauds du réseau ou une
difficulté pourrait se rencontrer. On améliore ains trés facilement le plan de tension initial.
Une seconde difficulté potentielle de la méthode " steepest descent” est |'atteinte du minimum
de Z quand le probléme est sans solution et que le minimumdeZ * 0 est obtenu lorsd'un
équilibre entre les valeurs de deux variables toutes deux hors de leurs limites. Cependant,
dans notre probléme, cette difficulté n'est pas rédhibitoire car a ce moment, on sait dgjaque le
probléme n'a pas de solution et on peut en tirer les consequences. Lavaleur donnéea | n'est
donc pas critique.

Une troisieme difficulté potentielle est plus délicate atraiter. || Sagit de la définition de la
grandeur du vecteur de déplacement. Ce vecteur définit une direction qui ne satisfait les
contraintes qu'au premier ordre. Hors, il est clair que le systeme d'éguation g=0 doit continuer
a étre satisfait a une tolérance donnée. Cette difficulté est résolue par I'utilisation d'une
information du second ordre, qui permet le calcul du kmatch. Celui - ci rempli parfaitement
son role de frein lorsqu'il Savére nécessaire.

Ecoulement de charges optimisé

Par le CLF on dispose d'une solution satisfaisant les contraintes. Par I'OPF on veut obtenir la
solution satisfaisant les contraint es et optimisant une fonction objectif donnée linéaire ou
quadratique mais qui dépend du but poursuivi par I'ingénieur de projet.
Quelques buts possibles sénoncent ainsi:

- Minimisation des pertes



- Minimisation du co(t de production global

- Anayse al'optimum des colts marginaux actif et réactif de I'énergie en chaque
noaud

- Allocation optimale du réactif

- Anayse al'optimum des "penalty facteurs' a attacher aux générateurs

- Intérét margina du renforcement d'une liaison

De toute fagon quelle que soit la quantité a optimiser, I'OPF présente I'énorme avantage de
donner al'ingénieur de projet, un point de référence solide a partir duquel il peut mener ses
investigations sur la sensibilité ou la sécurité de la solution aux divers parametres du
probleme.

Du point de vue mathématique I'algorithme de OPF est trés semblable a celui du CLF.
Lafonction objectif est différente et peut méme étre discontinue dans le cas d'une centrale de
production constituée d'unités de caractéristiques différentes. Cependant, ceci n'a aucune
influence sur la méthode du gradient qui n'exige que I'existence au point courant d'une dérivée
partielle premiéere de lafonction objectif dans la direction du déplacement des variables.

Ceci dit, les 6 étapes du CLF se retrouvent a l'identique pour I'OPF, sauf a tenir compte

- d'une restriction supplémentaire sur I'ampleur du déplacement suivant la direction
de larecherche. Cette restriction intervient par la définition d'un nouveau
coefficient kopt.
du calcul des facteurs d'échelle p; améliorés ouquasi optimaux
de conditions de sortie spécifiques portant sur la valeur des composantes du

gradient ou du rapport % entre le gain espéré du prochain déplacement et la
valeur actuelle de la fonction de colt (typiquement = 108 )

Nous traiterons en premier lieu du calcul du coefficient kopt qui intervient al'étape N° 5 aprés
le calcul de kviol et kmatch

Calcul du déplacement optimal (kopt)

kopt tient compte de I'évolution non linéaire des variables dépendantes en fonction des
déplacements des variables indépendantes.
Soit le vecteur Dx représentant le déplacement des variables x. La formule de Taylor limitée
au second ordre, appliquée a Dx considérée comme une fonction des variables indépendantes
du, sécrit:

Dx =kdx + %kz d?x

expression dans laquelle dx est le vecteur des différentielles premiéres et d *x le vecteur des
différentielles secondes des variables x par rapport aux du au point de fonctionnement courant

(X, W)
En utilisant la relation dg=0 on a exprimé le vecteur dx en fonction du vecteur dul.

Larelation d2g=0 nous permet de calculer d *x par I'expression (voir appendice 3)
&g
gaxH
expression dans laquelle les composantes du vecteur R sont les constantes R intervenant dans
le calcul de kmatch.

d®x=- R



Dans le cas smple ou lafonction objectif f (x, u) est linéaire, sa variation pour un
coefficient k donné appliqué aux du sécrit:

Df (x,u) = dr .Dx + ikdu
dx du

En remplacant Dx par savaleur dans cette expression et en égalant a zéro sa dérivée en k, on
trouve finalement

idx + i du
dx du

df edgu’
—.&4 - R
dx gdxu

kopt =

On note, que dans cette expression, le numérateur peut étre interprété comme le gain linéaire
attendu d'un déplacement proportionnel au gradient.

Le dénominateur vaut le vecteur R, proportionnel au vecteur d'erreur sur les bilans actif et
réactif des éguations g=0, évalué au colt marginal actif et réactif de la demande en chaque
noaud (voir appendice 1).

Dans le cas généra d'une fonction objectif quelconque mais convexe et différentiable,
I'appendice 3 montre la formule générale valable pour le calcul de kopt et démontre que ce
coefficient doit nécessairement étre positif autour de I'optimum.

Finalement dans I'OPF al'éape N° 3 le k choisi sera

k = Min{kviol, kmatch, kopt}

Calcul desfacteurs d'échelle (p; )

La définition des facteurs d'échelle trouve sa source dans |'analyse de I'évolution de la
fonction f autour du point courant en fonction du choix des déplacements du.

Soit Df I'accroissement def pour un déplacement dans le domaine du réalisable défini par un
déplacement des variables indépendantes du tel quedy =- G; . pj .k

Laformule de Taylor limitée au second ordre nous permet d'écrire:

Df =k. df + %kz. o

et pour une valeur de k= kopt on a obtenu une valeur de Df, soit Df qui maximise la
décroissance de lafonction de colit. On peut considérer Df comme une fonction des variables
p; - Nous recherchons pour toutes les variables y non bloquées, les facteurs d'échelle p; > 0
minimisant Df . Soit r le nombre de variables bloquées.

Une condition nécessaire d'obtention de ce minimum est la nullité des dérivées de Df par
rapport aux p

d(D *)

=0
dp;
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En principe ces (m-r) conditions fournissent un systeme linéaire de (m-r) équations a (M)
inconnues dont la solution fournit les facteurs d'échelle recherchés. L'appendice 4 explicite ce
systéme.

En pratique lamatrice de ce systéme linéaire se congtruit a partir des Hessiens de la fonction
f et des équations g=0. Elle est trés creuse et son inversion est en principe tout afait possible.
Cependant, on lui a préféré une approche itérative beaucoup plus simple a mettre en cauvre.
dD *) _
dpi
On part d'une valeur initiale pour les p; et on calcule de fagon numérique a chague itération,
d(D f*)
dp;
valeur courante. Ces deux dérivées permettent le calcul des deux coefficients de I'expression
linéaire ainsi que la valeur a donner a p; pour soit annuler la dérivée correspondante de Df,
soit amener a saborne la variable y. Cette méthode trés simple simpose en sachant qu'une
bonne approximation des facteurs d'échelle est trés largement suffisante pour améliorer
grandement la convergence pourvu que les
@ " . @ facteurs initiaux soient convenablement
| 1500 J-l-huau w0 LI choisis
genl 55,00 gend
0 2000 7

a5 35

Cette approche utilise le fait que 0 est une relation lingaire dans les p

successivement pour chaque p; , la valeur de sa derivée adroite et agauche de sa

Convergence « efficacité de |'algorithme

Boude symarique Cette section commente briévement |a

6 noeuds, 4 charges convergence de I'algorithme OPF ainsi que sa
2 gén. reglables capacité de paramétrer les résultats. Sur la

2 Transfos réglables

rapidité de convergence, on discute les

- @ résultats obtenus sur un petit réseau test
chois pour son caractére didactique. (voir

figure 3). Il sagit d'une boucle totalement

symétrique, liant deux plans de tensions (150

/ 225) KV par deux transformateurs réglables

1.000

l_r =225.EI n-IEEIdE ) -‘_I

franzft =i 2250 tranafz €L gllmentge par d_eux générations dg capacité
10.00 52 00 10  active et réactive identique et de codt
5.000 5.000

Figure 3 Trace de la convergence

(réseau symétrique 6 noauds)

incluant un coefficient quadratique valant 1% du
coefficient linéaire. La fonction objectif vise a

. Iter KViol KMatch Nb KOpt Exp.Gain Cost
minimiser les pertes.

1 016219 B 0,27690 0 0,18020-1,012190 205,15907
BaseChange: genl(Q) by genl (V)

La solution du systeme est évidemment symeétrique.
A l'optimum les deux générations actives et
réactives ainsi que les deux rapports de
transformation doivent étre égaux, tandis que les
guatre tensions aux bornes des transformateurs
doivent se trouver aleurs limites supérieures.

La solution de départ de I'OPF est fournie par le
CLF.

Dans cette premiére solution, une des deux
générations actives est a salimite supérieure (70
MW), tandis que |'autre produit e complément. Les

11

2 0,08345B 0,07362 2 0,21321-0,262280204,16277
3 0,00975 B 0,08034 0 0,26347-0,240597 204,00401
Base Change: genl (V) by gen2 (V)

4 0,14093 B 0,33837 2 0,15872-0,083469 203,98649
Base Change: gen2 (V) by genl (Q)

5 0,06375B 0,15962 3 0,01658 -0,002395 203,90296
6 0,00745B 0,03119 3 0,00223 -0,000711203,89972
7 0,00533 B 0,03133 0 0,15851-0,026970 203,89856
Base Change: transf1 (V) by genl- transf1 (r)

8 0,00030 B 0,28876 0 0,00276-0,000020 203,89688
Base Change: transf2 (V) by gen2- transf2 (r)

9 0,07341B 0559721 0 0,00006 -0,000001 203,89687
OPF OK : By theoretical relative constraint —

Final Cost = 203,89687

OPF did converge in 9 iterations

Tablel




tensions et les rapports de transformation sont a leurs valeurs nominales.

L'algorithme OPF a besoin de 9 itérations pour atteindre I'optimum. Latable 5 montre
I'évolution de certaines de ses valeurs caractéristiques comme la source (minimum de kviol,
kmatch ou kopt) et lavaleur de la quantité k donnant I'ampleur du déplacement et le gain
espéré de celui.

On voit aussi les discontinuités dans I'évolution de la solution courante repérée par les
changements de base ou I'atteinte d'une borne par une variable hors base. On remarque aussi
dans la table sous la rubrique Nb, le nombre de composantes p; (facteur d'échelle) qui ont été
améliorés dans I'itération. Ces améliorations augmentent |le temps de calcul mais par contre
réduisent énormément le nombre d'itérations nécessaire dans une méme base (général ement
pas plus de deux ou trois). || faut noter cependant, que le calcul des facteurs d'échelle ne
visant qu'ales améliorer et non ales optimiser, le choix de leurs valeurs initiales a une grande
importance sur le nombre d'itérations nécessaires.

Sur la question de la facilité de paramétrisation offerte par | ‘algorithme, il suffit de faire
remarquer que la base et les valeurs optimales d'un probléme sont des solutions de départ
idéales pour un probléme voisin dont une donnée a été modifiée marginalement. Dans ce cas
I'OPF ne nécessite généralement qu'une ou deux itérations supplémentaires pour retrouver
I'optimum. Ceci rend possible les études de fiabilité du type N-1 (smple incident sur le réseau
ou la génération) ou le choix optimal d'un parametre du réseav.

Lafigure 4 montre ains le résultat de la paramétrisation d'un banc de capacité installé au

Scenario 2 - year 1999 - Subnet1 noeud "load2" dans le réseau didactique.

203 595 o N
| Utilisé sur de plus grands réseaux,
203 89 : I'algorithme présente des caractéristiques

; | tréssemblables a celles exposées pour le

203 g3 : réseau didactique. On peut résumer
' : I'expérience acquise par les deux
305 8 | considérations suivantes:

: fﬂ - Le nombre de noauds n'est pas
iﬁiﬂ T R S .. S M ool vraiment la contrainte principale
Cost (3) 05 25 50 75 100125 150175 200 du probleme. En effet les

load2 ; Shunt Bank Yalug (M Ar) techniques actuelles permettent
Figure 4 la factorisation de Jacobien

correspondant a des réseaux de
plusieurs centaines voire plusieurs milliers de noauds.

- Lacontrainte principale du probléme est le nombre de variables de controle, leurs
points de départ, et la dimension de la plage de régulation ou €elles peuvent
sexercer. Ce sont en effet ces facteurs qui gouvernent le nombre de changement de
base et de re-factorisation du Jacobien.
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Résumé et conclusions

La méthode proposée est une méthode générale capable en principe de résoudre tous
problémes de Programmation non linéaire sous contraintes d'égalités ou d'inégalités. C'est une
méthode appartenant ala filiere GRG ou "gradient réduit et base variable".

Elle ne nécessite pas I'adjonction de termes de pénalités dans la fonction de colt pour la prise
en compte des contraintes d'inégalités actives mais permet le traitement direct de ces
contraintes par un changement adéquat du jeu des variables dépendantes et indépendantes
lorsque ceci est rendu nécessaire par le déplacement de la solution courante. Ces
déplacements, effectués dans le domaine des variations réalisables au premier ordre suivant la
direction du gradient réduit sont sujets a une optimisation a deux niveaux.

Au premier niveau on optimise I'ampleur du déplacement pour des facteurs d’ échelle donnés,
appliqués aux variables indépendantes, au second niveau on améliore (optimise) ces facteurs
d'échdlle.

Le premier niveau d'optimisation garantit la continuité de |'appartenance de la solution au
domaine du réalisable a une tolérance donnée ainsi qu'une déecroissance monotone de la
fonction de codt, tandis que le second niveau permet |'obtention entre deux changements de
base, d'une convergence du type Newton.

L'un et I'autre de ces deux niveaux d'optimisation supposent |e développement de lafonction
de co(tt et des contraintes jusqu'au deuxiéme ordre et donc I'évaluation de formes quadratiques
ou interviennent les Hessiens de ces fonctions.

La méthode proposée évite cependant d'avoir a expliciter les Hessiens des contraintes. Les
formes quadratiques les contenant sont efficacement évaluées par le calcul numérique de
I'erreur a zéro entrainée par un petit déplacement réalisable au premier ordre.

Cette technique rend la méthode tres simple a programmer et sapplique particulierement bien
au probleme de I'écoulement des charges sous contraintes (CLF) et de I'optimisation des
écoulements (OPF).

La méthode est particulierement bien adaptée a I'étude de la sensibilité de la solution aux
données du probléme.
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Appendice 1

Gradient réduit et direction de larecherche

Calcul du "gradient réduit” au point courant

Soit lafonction f (x,u) soumise a l'ensemble de 2n contraintes représentées par le systeme de
2n équations g(x,u) =0.

On désire calculer les composantes du vecteur G = df/du ou gradient réduit de la fonction
f(x,u) par rapport a chaque variable indépendante y (j = 1...m). On montre (Ref.14) que, sous
la condition que le Jacobien correspondart dans g(x,u) au jeu de variables x soit inversible, les
2n variables % peuvent étre considérées comme fonctions implicites différentiables des
variables u.

On applique alors les régles de différentiation des fonctions implicites et on obtient en
différertiant totalement la fonction f(x,u) ains que les équations g(x,u) =0 par rapport aux
composantes y, les deux expressions matricielles:

df =NT f dx+N7 f du
dg=N] g dx+N] g du=0

expressions dans lesguell es:
- lessymbolesN, f et NJ, f représentent le transposé des
vecteurs des dérivées partielles premieres de la fonction f par

rapport aux variables x et u. Soit, les vecteursg—fx et % .
- lessymbolesN} g et N[ g représentent les matrices des
dérivées partielles premiéres du systéme de contraintes g par
dg

rapport aux variables x et u. Soit, les matric&sg—?( etm .

A noter que gi_?( est un Jacobien du systeme g.
L'élimination du vecteur dx entre ces deux expressions permet le calcul du vecteur G ou

gradient réduit dont la composante df/dy s'écrit:

df _df df edgy’ €dgl _
— = . = a2 =
du, du, dx &dxH ~ gu, g
On remarque que si on choisit un déplacement dy = - G; la différentielle premiére df sécrit

df =- 1JSG,2 et est toujours négative

Probleme linéarisé au point cour ant

A ce stadeiil est intéressant de remarquer que les composantes G du gradient réduit peuvent
auss étre interprétées comme les criteres ssmplex du probléme linéarisé au point courant.
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Dans la terminologie de la programmeation linéaire, les variables dépendantes sont alors
appel ées basiques et les indépendantes hors base. L e Jacobien ou base courante du systeme
est noté B et la sous-matrice des variables indépendantes Ni;g est notée H .

df et ar sont représentés par les vecteurs Cu et Cx.

De méme, les vecteurs ——
du dx

Sous ces notations, les criteres simplex sécrivent.
df _

—— — -l A
qu - Cu-CxB'H
Expression dans laguelle
df  edgu’ _ o1 . . _
— . 7~ =Cx B sont les variables duales des contraintes g =0 ou les
dx ~ &dxH

multiplicateurs de Lagrange | changés de signe. Dans notre probléme
particulier on les interprete comme les colts marginaux de I'énergie active et
réactive aux nceuds du réseaul.

&gu’ édgt_ o1
~~ - .~ .= B H; est|evecteur colonne dont |les composantes
EdxH * &us i J P
valent - %zsu qui sont les termes correspondant ala variable y
]

de la matrice de sensibilité S du systeme linéarisé au point courant

Déplacement réalisable au premier ordre

Sous ces notations simplifiées, la différentielle totale dg = 0, Sécrit
Bdx + Hdu=0

ce qui conduit a obtenir le vecteur dx en fonction du vecteur du par I'expression
dx=-B*Hdu=Sdu

On définit finalement dy = k S du, expression dans laquelle S de dimension (2n,m) vaut la
matrice de sensibilité S bordée supérieurement d'une matrice unitaire .

On note que dy est un vecteur satisfaisant ala condition dg = 0 et donc appartient a l'espace
des variations réalisables au premier ordre, autour du point courant.

agluo
Le vecteur dy = k ¢ : donne une direction de recherche appartenant au domaine du

dX &
réalisable.
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Appendice 2

Mismatch Evaluation

We write the second order Taylor serie expansion of the vector valued function
g(x, u)around the current operating point ( X ¢,u¢) for asmall displacement dy belonging to

the subspace of first order feasible variations:
g (x, +kdx , u, +kdu) = g(x, ,uc)+kN§ng+kNLgdu+% K2R

In this expression R is a column vector of which the component
20
R = (dy)'N2gi(dy) isaquadratic form where N2gi= ﬁ stands for the Hessian matrix of
the ith constraint g, =0
Thepoint (X ¢, U ¢) is by definition a feasible solution of the system, therefore g(x, u,) =0
The vectors dx and du belong to the subspace of first order feasible variations, therefore

kN gdx+kN/gdu=0

By defining the mismatch vector MM of which the component MM; is the difference from O
of g, (x+kdx, u+kdu), we can write :

MM :% k? (dy)"N*g (dy)=% k’R
where Risa(1,2n) vector depending of the search direction dy , but independent of k.
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Appendice 3

Evaluation de d?f et Df

Soit Df =kdf +%k2.d2f I'évolution de la fonction objectif f , autour de la solution courante (X

0

W) , pour un vecteur de déplacement dy = kgiuj appartenant a |'espace des variations

Xg
réalisables au premier ordre. Dans cette expression, of que nous désirons calculer, prend en
compte I'évolution non linéaire des fonctions f et g.
Comme dans I'appendice 1, nous appliquons les regles de différentiation des functions
implicites en différentiant deux fois les équations g = 0O et ensuite la fonction f (voir Ref 10
Chap.4 ), on trouve:

d’g= (dy)'N*g (dy) +N} gd’x=R+ N} gd’x=0
d2f = (dy)T N2f(dy)+ NI f.dx

Le premier systéme d'équations nous permet de caculer le vecteur d?x = - (N%g) 'R,

expression dans laquelle le vecteur R est celui introduit en appendice 2. Ensuite en remplacant
d?x par savaleur dans la seconde expression on trouve d*f .

Finalement

Df =kdf + k2 ((dy) R f(dy) - R f (N} 9) *R).

gue nous notons plus simplement Df = kA+%k2 (B-C) enintroduisant les quantités A, B, et C

En dérivant cette expression par rapport a k pour trouver le k optima minimisant Df on trouve
kopt =- A/ (B-C)

Le numérateur A de I'expression de kopt est nécessairement négatif car le déplacement du est
chois par hypothese en sens inverse du gradient (voir appendice 1).

Montrons que le dénominateur (B-C) est nécessairement positif autour de I'optimum.
L'appendice 1 a montré que le vecteur N7 f (N7 g)-? nous donne les colits marginaux des

contraintes ou les multiplicateurs de Lagrange | ; changés de signe.
En introduisant ces multiplicateurs et en remplacant R par la forme quadratique qu'il
- P L ~ g .
symbolise, le dénominateur sécrit ~ dy' (N*f + g1 . N*g; ) dy
i=1
expression qui selon les conditiors d'optimum de Lagrange (voir Ref 10) est nécessairement
3 0al'optimum.
Il est aussi intéressant de noter que remplacant kopt par savaleur dans|'expression

Df =kopt.A + % kopt? . (B-C) on obtient

* } 1 AZ
br = 2(B-C)
décroissance monotone de f et donc la convergence de I'algorythme.

expression nécessairement inférieure a zéro . Cette expression garantit la
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Appendice 4

Calcul des facteurs d'échelle

Soit Df* |'accroissement de la fonction f correspondant a un déplacement des variables
indépendantes dy = - G; . p; .kopt, expression dans laguelle G est la composante j du gradient
réduit G et pj le facteur d'échelle a appliquer a cette composante

On peut écrire Df* = kopt. df + % kopt?. d*f

dg?;*):o Ou ce qui revient au méme %:0

pour toutes les variables dy * 0, donc non bloquées a une de leurs limites.
La dérivée de df (voir appendice 1) par rapport a dy vaut G
L'expression de la différentielle seconde df (voir appendice 3) sécrit

dy" (N2f + §| - Ne2g .)dy

i=1

Les variations dy appartenant au domaine réalisable, on peut les exprimer en fonction des du
uniguement (voir appendice 1) par I'expression dy = S. du
En introduisant cette expression dans d*f on a

Nous cherchons a expliciter les conditions

d’f = du" . S (N2f + §| N?g,) S.du
i=1
La dérivée de cette expression par rapport a du sécrit

2.§T(N2f+§_| - N2gi) S.du

i=1

d(Df*)
d(du)

. &" -
=G+ kopt. S" (N*f+ g1 , N2g ) S.du =0
i=1

Finalement les conditions =0 fournissent la relation matricielle.

d(Df *)
d(du )

notée par simplicité M.du = -G

En principe I'inversion de la matrice carrée M de dimension (m-r) avec r le nombre de
variables du bloguées et (m-r) le nombre de variables dy non bloquéesou * 0, permet de
trouver le vecteur du*

. ] . . : dur
du =-M1. G et ensiitelesfacteurs d'échelle optimaux  p;=- Yen

J

Il est intéressant de remarquer la totale similitude de cette approche avec la méthode
d'optimisation de Newton. On retrouve d'ailleurs telle quelle cette méthode

dans le cas de I'optimisation sans contraintes ou le systeme d'équations g=0 disparait.
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